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Ma allora N(s) e D(s) non sono primi tra loro e quindi F(s) = N(s)/D(s) = [(s-p)P(s)V/[(s-p)R(s)] = P(s)/R(s)
non rappresenterebbe tutto il sistema (essendosi semplificato il fattore (s-p)), contro l'ipotesi.
Pertanto la controreazione istantanea non altera le proprieta di raggiungibilita e osservabilita.



Effetti della connessione serie di sistemi lineari

In questo documento si analizzano gli effetti della connessione serie utilizzando un semplice esem-
pio. La dimostrazione analitica generale degli effetti mostrati in questo esempio esula dagli scopi di
questo corso. Si considerino quindi due sistemi lineari e stazionari S; e Sy con funzione di trasferimento

rispettivamente:
Wi(s) = — Wa(s) = S
s) = e s) = .
1 2 sl

1

S 1 (1)
Vogliamo studiare gli effetti della connessione serie di questi due sistemi: la funzione di trasferimento
complessiva, che ¢ il prodotto delle funzioni dei due sistemi, comporta una semplificazione del fattore
s —1 ed e data da

1 - s—1 _ 1 . 2)
s — s+1 s+1
Sappiamo che questa semplificazione € indice di una perdita di raggiungibilita e/o di osservabilita del modo
associato al polo che si ¢ semplificato (cioe del modo e'§_1(t) presente nel primo sistema). In particolare,
assumendo che S e Sy siano sistemi raggiungibili e osservabili (per cui la loro funzione di trasferimento li
rappresenta completamente, contenendo come poli tutti gli autovalori con le loro molteplicita algebriche),
il sistema serie complessivo non sard pit completamente raggiungibile e osservabile e la W(s) non lo
rappresentera tutto.

Tuttavia, come si vedra tra breve, il discorso cambia a seconda di quale connessione serie si considera:
cioe se si mette S; prima di Sp o viceversa, avendo nel primo caso una cancellazione detta polo-zero e
nel secondo caso una cancellazione zero-polo. Vedremo che il primo caso corrisponde a una perdita di
osservabilita del polo in s =1 che si e semplificato mentre il secondo a una perdita di raggiungibilita.

W(s) = Wi(s) - Wa(s) =

Rappresentazione ISU dei due sistemi

Prima di affrontare il discorso, ricaviamo una rappresentazione ISU delle funzioni di trasferimento dei
due sistemi, che servira dopo per valutare le proprieta di raggiungibilita e osservabilita della connessione
serie. Si noti che, poiché per ipotesi W1 (s) e Wa(s) rappresentano completamente i loro sistemi, la ISU ad
esse associata che abbiamo considerato in questo corso descrive completamente quello che accade dentro
i due sistemi e, come accennato a suo tempo, ¢ univocamente determinata a meno di un cambiamento di
base nello spazio di stato.

Rappresentazione ISU di §;. La funzione di trasferimento di S; €

1 bo
W = =
1 (S) s — 1 s + ao )
dove abbiamo introdotto i coefficienti by = 1 e ag = —1 utilizzati anche nella sez. 6.3.2 degli appunti sulla

prima parte del corso, dove veniva data la formula di una possibile rappresentazione ISU di un sistema
avente una funzione di trasferimento di questo tipo. Essendo il denominatore di Wi(s) un polinomio
di grado 1, la dimensione 7 della ISU & appunto 1 e quindi, indicando con A; la matrice A di questa
rappresentazione, A; sara una matrice 1 x 1. Guardando l’espressione di A nella sez. 6.3.2 richiamata
pocanzi, I'unico elemento che rimane nel caso 1 x 1 ¢ —aq, cioe A; = —ag = 1. Del vettore B rimane solo
I’1. Poiché abbiamo un grado a numeratore m = 0 e a denominatore n = 1, siamo nel caso m < n in cui
C=by=1e D =0. In definitiva:

dove con A, Bi, Ci e Dy, come in parte gia detto, abbiamo indicato le matrici della rappresentazione
ISU che abbiamo scelto per il sistema S;. In accordo cone queste matrici, indicando con x1, u; e ¥y
rispettivamente lo stato, I'ingresso e 1'uscita di questa rappresentazione ISU, si ha:

.i'l = Al.’L'l + Blul =2+ uy, (3)
y1 = Cizi+ Diug = 2. (4)



Si puo verificare facilmente che la scelta delle matrici & corretta in quanto, calcolando Cy(sI — A1) =1 By +

D; si riottiene proprio la Wi(s). Si noti che in questo caso, essendo A; uno scalare, (sI — A;)~! =
11

s—Ay s—1"
Rappresentazione ISU di S;. Un discorso del tutto analogo si puo fare per il sistema Sy che ha
una funzione di trasferimento data da
S — 1 o bo —+ b18
s+1  ag+s’

W2 (5) =

dove ora by = —1, by = 1 e ag = 1. Tutto & molto simile al caso precedente salvo il fatto che in questo
caso numeratore e denominatore hanno lo stesso grado m = n = 1 e pertanto C' e D sono date da (cfr.
sempre la sez. 6.3.2 degli appunti sulla prima parte del corso) C' = by —apb, = bg—agby = —1—-1-1= -2
e D =05, =b; = 1. In definitiva:

A2 = —Qap = —]., B2 = ].7 CQ = —2, DQ = ].7

essendo Ay, B, Cs e D5 le matrici della rappresentazione ISU che abbiamo adottato per il sistema Ss.
Indicando con x3, us e yo rispettivamente lo stato, l'ingresso e 1'uscita di questa rappresentazione ISU,
si ha:

.’tz = AQII?Q + B2U2 = —Z9 + Ug, (5)
Ya = CQSCQ + DQ’UQ = 721’2 —+ Usa. (6)

Anche qui, Cy(sI — A3) 1By + Dj coincide con Woy(s).

Cancellazione polo-zero

Si consideri ora la connessione serie riportata in Fig. 1. Dalla figura si vede come 1'uscita del sistema
serie complessivo sia quella del secondo sistema, ’ingresso del secondo sistema sia 'uscita del primo e
I'ingresso del sistema complessivo coincida con l'ingresso del primo. Cioe:

Y(s) =Ya(s), Ua(s) =Yi(s), U(s)=U(s). (7)

Il sistema serie complessivo ha uno stato x di dimensione 2, composto dalle variabili di stato x1 e x5

U(s) 1 Y, (s) S-1 Y, (s),
| 5 > 5+ — >
U (s) S, Uy (s) S, * Y(s)

Figura 1: Connessione serie S — Ss.

dei due sistemi che lo compongono. Utilizzando le relazioni (7) e quelle riportate in (3), (4), (5) e (6), la
rappresentazione ISU del sistema complessivo sara data da:

T = T1tur =71+, (8)
Ty = —To+uy=—x2+Y =1 — T3, (9)
Yy = Y= —2x9+uz = —212 +y1 = 11 — 272. (10)

La rappresentazione ISU del sistema complessivo sara quindi caratterizzata dalle seguenti matrici:

A:“ _01} B:{H, C=[1 -2, D=0 (11)



Sappiamo che la funzione di trasferimento del sistema serie complessivo & W (s) = 1/(s + 1) mentre gli
autovalori della matrice A sono \; = —1 e Ay = 1. Pertanto solo I'autovalore —1 ¢ presente come polo
della W (s): Paltro si & semplificato nei calcoli e cio ¢ indice del fatto che 'autospazio ad esso relativo
¢ non raggiungibile e/o non osservabile. Andando a fare 'analisi modale di questo sistema (possibile
senza problemi in quanto abbiamo due autovalori distinti), si scopre che abbiamo perso 'osservabilita del
modo associato a Ao = 1. Infatti, scegliendo come autovettori destri degli autovalori Ay = =1 e Ay =1
rispettivamente wy = [0, —0.5]" e wg = [1,0.5)’, la matrice T degli autovettori sinistri (che & I'inversa di
T~! = [wy, wy], cioe della matrice che ha per colonne i due autovettori destri) ¢ data da

1 -2 vl
=[]
Gli autovettori sinistri sono dunque le righe di T, ciog v} = [1, —2] e v = [1, 0]. Per quanto riguarda
Peccitabilita dei modi si ha che v{B =11, —=2]-[1, 0]’ =1#0ev4B =1, 0] - [1, 0] = 1 # 0. Pertanto
entrambi i modi sono eccitabili con impulsi dall’ingresso. Per quanto riguarda ’osservabilita si ha che
Cwy; =[1, =2]-[0, —=0.5]' =1 #0e Cwe = [1, —=2]-[1, 0.5]" = 0. Pertanto mentre il primo modo &
osservabile, il secondo (che ¢ proprio quello relativo all’autovalore Ay = 1 che si & semplificato) non lo é.

Considerando il cambiamento di coordinate suggerito dall’analisi modale, e cioé z = Tz (ossia 2 =
1 — 2x9 € 29 = x1), si ottiene nelle nuove coordinate la seguente rappresentazione ISU:

21 = —z1+ u,
Zy = 22+,
Yy = Zz1.

Rappresentando graficamente queste equazioni (si veda la Fig. 2), & evidente come ’autospazio relativo
all’autovalore Ay = 1 (descritto dalla coordinata zs) sia divenuto non osservabile: il termine (s — 1) a
numeratore del secondo sistema ha nascosto all’uscita gli effetti del polo del primo sistema.

Y(s)

U(s)

Z,

Figura 2: Schema della rappresentazione ISU nelle coordinate z della connessione serie §; — Ss.

Cancellazione zero-polo

Si consideri ora la connessione serie riportata in Fig. 3. Dalla figura si vede come 'uscita del sistema
serie complessivo sia quella del sistema Sp, ingresso di &7 sia l'uscita di So e lingresso del sistema
complessivo coincida con l'ingresso di Sp. Cioe:

Y(s)=Yi(s), Ui(s)=Ya(s), U(s)="Ua(s). (12)

1l sistema serie complessivo ha uno stato x di dimensione 2, composto dalle variabili di stato x; e x5 dei
due sistemi che lo compongono. Utilizzando le relazioni (12) e quelle riportate in (3), (4), (5) e (6), la
rappresentazione ISU del sistema complessivo sara data da::

T = T1+ur=21+Y =71 — 222 +us =121 — 202 + U, (13)
To = —To+4+Us=—T2+ U, (14)
Yy = y1=11. (15)



Figura 3: Connessione serie Sy — S3.
La rappresentazione ISU del sistema complessivo sara quindi caratterizzata dalle seguenti matrici:

1 -2 1
A_[O _1}, B_{l}, C=[10, D=0o. (16)
Sappiamo che la funzione di trasferimento del sistema serie complessivo ¢ W(s) = 1/(s + 1) mentre gli
autovalori della matrice A sono \; = —1 e Ay = 1. Pertanto solo I'autovalore —1 ¢ presente come polo
della W (s): Daltro si & semplificato nei calcoli e cid ¢ indice del fatto che autospazio ad esso relativo ¢
non raggiungibile e/o non osservabile. Andando a fare ’analisi modale di questo sistema (possibile senza
problemi in quanto anche in questo caso abbiamo due autovalori distinti), si scopre che abbiamo perso
I'eccitabilita del modo associato a Ay = 1. Infatti, scegliendo come autovettori destri degli autovalori
A1 = —1 e Ay = 1 rispettivamente w; = [1,1]" e we = [1,0], la matrice T' degli autovettori sinistri (che &
Iinversa di T—! = [wy, ws), cio¢ della matrice che ha per colonne i due autovettori destri) ¢ data da

0 1 vl
=3 AL

Gli autovettori sinistri sono dunque le righe di T', cioe v{ = [0, 1] e v4 = [1, —1]. Per quanto riguarda
leccitabilita dei modi si ha che v{B = [0, 1]-[1, 1] =1 # 0 e v4B = [1, —1] - [1, 1} = 0. Pertanto
mentre il primo modo & eccitabile con impulsi dall’ingresso, il secondo (che & proprio quello relativo
allautovalore Ao = 1 che si & semplificato) non lo &. Per quanto riguarda l'osservabilita si ha che
Cw;=1[1,0]-[1, 1 =1#0e Cwe =[1, 0] - [1, 0) =1 # 0. Pertanto entrambi i modi sono osservabili.

Considerando il cambiamento di coordinate suggerito dall’analisi modale, e cio¢ z = Tz (ossia z; = x2
e zo = x1 — T2), si ottiene nelle nuove coordinate la seguente rappresentazione ISU:

2 = —z1+tu,
22 = 29
Yy = 21+ 2.

Rappresentando graficamente queste equazioni (si veda la Fig. 4), & evidente come 'autospazio relativo
all’autovalore Ao = 1 (descritto dalla coordinata z5) sia divenuto non raggiungibile: il termine (s — 1) a
numeratore di Sy, semplificando il polo di &1, non permette all’ingresso di eccitare il modo associato a
questo polo.

us) —»  Z4
Y(s)

Z;

Figura 4: Schema della rappresentazione ISU nelle coordinate z della connessione serie Sy — Sy.
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