Alcuni esercizi sul calcolo della risposta a tempo discreto

Gli esercizi qui proposti riguardano solo sistemi aventi uno stato di dimensione 7 = 3, in quanto
cio rappresenta un buon compromesso tra semplicita e generalita del problema. Il metodo di risoluzione
necessario per risolvere questi esercizi ha comunque validita generale e puo essere applicato qualsiasi sia la
dimensione dello stato del sistema.

1 Esercizio 1

Si consideri un sistema dinamico a tempo discreto con matrici

01 0 0
A=|0 2 0 B=|2 C=I[,0,1 D=0.
01 1 0

Calcolare la risposta completa in uscita y(k) a partire dallo stato iniziale 2o = [1, 2, 0]’ quando si applichi
lingresso u(k) = 4%5_1 (k).

Soluzione. La risposta completa & data dalla somma della risposta libera y¢(k) e della risposta forzata
ys(k). Per entrambe occorre calcolare (21 — A)~!. Si ha:

1

1
z z(z—2) 0
(zI-A)7'=1]0 s 0
0 1 1
(z—2)(2—1) =2-1
Pertanto ( 0
+ z z
Yi(z) = Ol — A) temg = — o = ~2
o2) = Clel =) awo = o=y =5y =35 ~ 2,1
da cui

ye(k) =328 — 2.

La risposta forzata invece & data da:

4z —2 z
Y, = [C(zI—A)'B+DJU(z) = :
12) = [CGI- AT B DUG) = =g o
4z — 2 71_»_2 z § z +l z
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da cui ] 9 3 .
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== -2 L
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La risposta completa ¢ quindi data da:
1 4 3 7
k) = ye(k k) = ~8o(k) — 5 + =28 + —4F
y(k) = yelk) + 5y (k) = J0o(k) — 5 + 525+
2 Esercizio 2
Si consideri un sistema dinamico a tempo discreto con matrici
-1 1 0 1
A= 0 2 1 B=|0 Cc=12,0,0] D=1
0 0 0.1 1



Calcolare la risposta completa in uscita y(k) a partire dallo stato iniziale zo = [1, 0, 0]’ quando si applichi
Pingresso u(k) = kd_1(k).

Soluzione. La risposta completa ¢ data dalla somma della risposta libera y,(k) e della risposta forzata
ys(k). Per entrambe occorre calcolare (2 — A)~!. Si ha:

1 1 1
z+1 (z+1)1(z—2) (z+1)(z—10.1)(z—2)

(Z] — A)_l = 0 ) (2_0171)(2_2)
0 0 z—0.1
Pertanto 9
_ z
Yi(z) =C(zI — A) lzxozz+1,
da cui

ye(k) =2- (—1)’f = 2cos (k).

Si noti che a tempo discreto si possono avere modi oscillanti anche con autovalori reali (nel caso a tempo
continuo cid richiedeva necessariamente autovalori complessi). La risposta forzata invece ¢ data da:

_ 2340.922 -6.12+ 2.6 z
Yi(s) = [C@I- A7 B+ DU() = GrD(z—2)(z—01) (-1
24 40.92% —6.122 + 2.62 _ 0.65z 0.35z 1.182 0.18z 0.89z

(z+1)(z—2)(z—0.1)(z—1)2_z+1+z—2_z—0.1+z—1+(z—1)2’

da cui
yr(k) = 0.65- (—1)F +0.35-2F — 1.18 - 0.1% + 0.18 4 0.89k.

La risposta completa ¢ quindi data da:

y(k) = ye(k) +yp(k) = 2.65- (—1)% +0.35 - 2F — 1.18 - 0.1F + 0.18 + 0.89k.

3 Esercizio 3

Si consideri un sistema dinamico a tempo discreto con matrici

2 -3 0 1
A=10 5 0 B=10 C=1[0,1,3 D=1
0 -2 7 3

Calcolare la risposta completa in uscita y(k) a partire dallo stato iniziale zo = [0, 1, 0]’ quando si applichi
I'ingresso u(k) = 24k%6_1 (k).

Soluzione. La risposta completa & data dalla somma della risposta libera y,(k) e della risposta forzata
ys(k). Per entrambe occorre calcolare (21 — A)~!. Si ha:

. zi2 -3 (2715)1(272) 0
(zI—A)" = 0 = (1)
0 —2 (z=5)(2=7) =2—7
Pertanto ( 13)
z(z — z
«(2) (2 )7z (z=5)(z=T) 2—7+ z—5
da cui

ye(k) = =3 - 7" + 4. 5%,
La risposta forzata invece ¢ data da:

Yi(z) = [C(z]—A)"'B+DJU(z) = jfi '24§£Z_+1;§
_ g2t E+2) 8 8z 242 242
T T E-DE-1D) T -7 z—-1 (z—12  (z—1)%




da cui
yr(k) =8-7F — 8 — 24k — 12k(k — 1) = 8(7% — 1) — 12k(k + 1).

La risposta completa ¢ quindi data da:

y(k) = yo(k) +ys(k) =5-7° =84+ 4-5% —12k(k +1).

4 Esercizio 4

Si consideri un sistema dinamico a tempo discreto con matrici

300
A=|4 1 0 B=|2 C=1[,1,4 D=0.
01 2 0

Calcolare la risposta completa in uscita y(k) a partire dallo stato iniziale zo = [4, 0, 2]’ quando si applichi
I'ingresso u(k) = 6 - 556_ (k).

Soluzione. La risposta completa ¢ data dalla somma della risposta libera y,(k) e della risposta forzata
ys(k). Per entrambe occorre calcolare (21 — A)~!. Si ha:

1

z2—3 0 0
2 — A7 = ﬁ Zi 0
( ) D3] 7 X
(z—1)(2—2)(2—3) (2—1)(2—2) =z-2
Pertanto
2(22 =22 +7) z z z
Yy(2) = C(2f — A) " tzag =8 =40 — 56 +24

(z—=1)(z2-2)(z—3)  z-3 z—2 z—1’

da cui
ye(k) =40 - 38 — 56 . 2% 4+ 24

La risposta forzata invece & data da:

_ z+2 z
Yi(2) = [C(zI - A) 1B+D]U(z):2(z_1)(z_2)-62_5
19 z(z + 2) _ 9 16z n 7z

(z-1)(z—-2)(z—=5) z—-1 2—-2 ' z-5

da cui
yr(k) =9 —16-2%F + 7. 5%

La risposta completa ¢ quindi data da:

y(k) = yo(k) +ys(k) =33 +40-3F —72. 2% 4 7.5%,

5 Esercizio 5

Con riferimento all’esercizio 1 (stesse matrici e stesse condizioni iniziali che si riportano qui per comodita):

A—

o O O

10
2 0 B=|2 C=[1,0,1 D=0,
11 0

calcolare la risposta libera z,(k) e la risposta forzata x;(k) nello stato a partire dalle stesse condizioni
iniziali dell’esercizio 1 (cio¢ xg = [1, 2, 0]') quando si applichi lo stesso ingresso dell’esercizio 1 (cioe
u(k) = 4¥6_1(k)). Calcolare anche la risposta completa x(k) nello stato e verificare che questa da luogo
alla stessa risposta completa in uscita y(k) calcolata nell’esercizio 1.



Soluzione. La risposta completa nello stato & data dalla somma della risposta libera x,(k) e della risposta
forzata x¢(k) nello stato. Per entrambe occorre calcolare (21 — A)~!. Come visto nell’esercizio 1, si ha:

1 1 0
o z 2(21—2)
I-A7=|0 L 0
0 1 1
(z—2)(2—-1) z—1
Pertanto
z—2 z—2
Xo(2) = (2 — A)"lzxg = 2% = 2% )
2= 25 +25
da cui
2k
xo(k) = ok+1
—24 2k+1
La risposta forzata invece e data da:
2
. z(z;?) P
Xf(z) = (:I-A)"BU(z) = P
2 z—4
(2—1)(2—2)
2 1 1 =z 1 =z
(z72%ng4) 4 222 + 424
= | wmew | =, = |
sz 000 2 _z _ _z + 1 =z
(zfl)(z72)(zf4) 3z—1 z—2 3z—4
da cui
iéo(k)) — k-1 + 4k-1
zy(k) = —2F +4¥
2 ko 14k
-2+ 34

La risposta completa ¢ quindi data da:

100(k) 4 2F71 4 4F—1
z(k) = zo(k) + zp(k) = 2k 4 4k
—4 42k 4 1qk

La risposta completa in uscita e data da:

y(k) = Ca(k) + Du(k) = oo(k) — 3 +3- 257 44571 4 2a¥

la quale, opportunamente manipolata, coincide con la risposta completa in uscita calcolata nell’esercizio
1.



