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Esercizi proposti nel Cap. 5 - Soluzioni

Esercizio 5.1

Sia R = (N, A4, u) la rete in Figura 5.24. Sia x© = 0 la distribuzione di flusso ammissibile iniziale. Il valore

del flusso netto V¥ uscente da s ¢ ovviamente pari a 0.

Applichiamo I’algoritmo dei cammini aumentanti sulla rete R = (; 4, u), operando sulla rete residua R(x?)
= (N; A9, r) riportata in Figura S5.1.
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Figura S5.1. Rappresentazione della rete residua R(x©).

La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x?) tramite, ad esempio,
ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.2,
dove & rappresenta la capacita del cammino aumentante da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non
appena si raggiunge il nodo pozzo ¢.
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Figura S5.2. Albero di ricerca dei cammini aumentanti su R(x®).

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(x?) ¢ P,V = (s, 1, 4, f) e la sua capacita ¢ 0= 5 ="7.



Si aumenta, quindi, il flusso di §” = 7 unita lungo gli archi del cammino aumentante P,?. Sia xV la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & V() = v® + J0 =7,
Otteniamo la rete residua R(xV) = (%; 4", r) riportata in Figura S5.3.

Vij
OO 7

Figura S5.3. Rappresentazione della rete residua R(xV).

La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x'V) tramite ricerca in ampiezza
genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.4, dove & rappresenta la
capacita del cammino aumentante da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il

nodo pozzo t.
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Figura S5.4. Albero di ricerca dei cammini aumentanti su R(x).

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(x") & P,V = (s, 2, 5, f) e la sua capacita ¢ V=& =5.

Si aumenta, quindi, il flusso di &V = 5 unita lungo gli archi del cammino aumentante P,". Sia x* la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & v@ = vV + §V =12,
Otteniamo la rete residua R(x®) = (%; 4®, r) riportata in Figura S5.5.



Figura S5.5. Rappresentazione della rete residua R(x®).

La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x®) tramite ricerca in ampiezza
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.6, dove & rappresenta la
capacita del cammino aumentante da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il
nodo pozzo ¢.
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Figura S5.6. Aloero di ricerca dei cammini aumentanti su R(x?).

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(x®) ¢ P,@ = (s, 1, 3, 4, f) e la sua capacita ¢ 5 =& = 1.

Si aumenta, quindi, il flusso di 8% = 1 unita lungo gli archi del cammino aumentante Py?. Sia x*® la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & v® =@ + 2 = 13.
Otteniamo la rete residua R(x®) = (%; 4, r) riportata in Figura S5.7.
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Figura S5.7. Rappresentazione della rete residua R(x®).



La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x®) tramite ricerca in ampiezza
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.8, dove ¢ rappresenta la
capacita del cammino aumentante da s al nodo i sull’albero.
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Figura S5.8. Albero di ricerca dei cammini aumentanti su R(x).

La ricerca del cammino aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.9) e il valore del massimo flusso netto uscente da s ¢ v = v® = 13, Tale distribuzione di flusso su R ¢&
stata ottenuta a partire dalla rete residua finale R(x®) di Figura S5.7, ponendo x; = max {u;; — ry, 0} e x;¥ =
max {r; — u;, 0}, per ogni arco (i, j) € A% della rete residua R(x®).

11 taglio s-¢ di capacitd minima ¢ [S", /\S"], con " = {s, 2}, e la corrispondente capacita & u[S", N\S] = uy +

Urzs = 13.

Figura S5.9. Rappresentazione della rete di flusso con il flusso ottimo x".

Applichiamo ora I’algoritmo di Ford & Fulkerson sulla rete R = (%, 4, u) in Figura 5.24. Sia x© la
distribuzione di flusso ammissibile iniziale con x;2 = 0, (i, j)) € A4, ¢ R® la associata rete di flusso

rappresentata in Figura S5.10. Il valore del flusso netto V) uscente da s ¢ ovviamente pari a 0.



Figura S5.10. Rappresentazione della rete di flusso RO,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in
profondita (per differenziare il calcolo dal precedente) genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna
radicata in s) riportato in Figura S5.11, dove o; rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero,
arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo ¢.
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Figura S5.11. Albero diricerca delle catene aumentanti su R©.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R© & P, = (s, 2, 5, f) e la sua capacita ¢ §¥ = & = 5.

Si aumenta, quindi, il flusso di &% = 5 unita lungo gli archi della catena aumentante P,(?. Sia x!) la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.12. Il valore del flusso netto uscente da s ¢ vV = v + 59 =35,
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Figura S5.12. Rappresentazione della rete di flusso RD.



La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R) tramite ricerca in profondita
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.13, dove ¢ rappresenta la

capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo ¢.
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Figura S5.13. Albero diricerca delle catene aumentanti su RV,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in RV & PV = (s, 1, 4, 1) e la sua capacita &¢ =5 =7.

Si aumenta, quindi, il flusso di " = 7 unita lungo gli archi della catena aumentante Py(". Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.14. 11 valore del flusso netto uscente da s ¢ v® =y + gD =12,
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Figura S5.14. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R® tramite ricerca in profondita
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.15, dove ¢ rappresenta la

capacita della catena da s al nodo 7 sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo ¢.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R® & PP = (s, 1, 3, 5, 1) € la sua capacita ¢ SV =5 = 1.

Si aumenta, quindi, il flusso di % = 1 unita lungo gli archi della catena aumentante Py?. Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.16. Il valore del flusso netto uscente da s € v =v® + 3 = 13,
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Figura S5.15. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®.

Figura S5.16. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R® tramite ricerca in profondita
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.17, dove ¢ rappresenta la

capacita della catena da s al nodo 7 sull’albero.
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Figura S5.17. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®.
La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo X" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.16) e il valore del massimo flusso netto uscente das ¢ v =13 =13,



11 taglio s-¢ di capacita minima & [S", /\S"], con S* = {s, 2}, € la corrispondente capacita & u[S", N\S] = uy +

Urs = 13.

Esercizio 5.2

Sia R = (W, A, u) la rete in Figura 5.25. La formulazione del problema del massimo flusso da s a ¢ € la

seguente.
maxz=yv
S. V.
Zjeﬁ\/:(s, jeAXsj — ZheW:(h, s)ea Xhs =V
Zjeﬁ\/:(i,j)eﬂ Xij — Zhe?\/:(h, peaxni=0,i € N\{s, t},
ZjeW:(t,j)eﬂ Xy — Zhew:(h, fea Xht = TV,
OS)C,‘]S Uij, (l,]) S _/Zl,
ciog:
max z=v
S. V.

X1 tXxo=v
x2txs—x1=0

Xoa4+ X2 — X2 —X12—x32=0
X2+t x3 —x3—x3=0
Xa3 T Xa4s — X24=0

T X2t T X3 T X4 = TV
0<x3<7

Ost2S3

0<xp<1

0<x356

OSX24S 8

0<xxy<4

0<x3»<3

OSX3;S2

0<x4352

0<xy<06.

Sia x© la data distribuzione di flusso ammissibile iniziale e sia R” la rete di flusso associata e rappresentata
in Figura S5.18. 1l valore del flusso netto uscente da s ¢ v = 7. Applichiamo I’algoritmo di Ford &
Fulkerson a partire dalla rete di flusso R©.



Figura S5.18. Rappresentazione della rete di flusso RO,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.19, dove o
rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il
nodo pozzo ¢.
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Figura S5.19. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R ¢ P,¥ = (s, 1, 3, 4, ¢) ¢ la sua capacita ¢ 5% = 5= 1.

Si aumenta, quindi, il flusso di §” = 1 unita lungo gli archi della catena aumentante Py(?). Sia x la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia RV la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.20. 11 valore del flusso netto uscente da s & vV =@ + §9 =8,
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Figura S5.20. Rappresentazione della rete di flusso RD.



La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R(" tramite ricerca in ampiezza
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.21, dove ¢, rappresenta la
capacita della catena da s al nodo i sull’albero.
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Figura S5.21. Albero diricerca delle catene aumentanti su RV,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in RV & P,V = (s, 1, 3,4, 2, 1) e la sua capacita ¢ == 1.

Si aumenta, quindi, il flusso di " = 1 unita lungo gli archi della catena aumentante Py(". Sia x® la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.22. 11 valore del flusso netto uscente da s ¢ v® = v+ gD =9,
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Figura S5.22. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R® tramite ricerca in ampiezza
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.23, dove ¢, rappresenta la
capacita della catena da s al nodo i sull’albero.
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Figura S5.23. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®.
La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.22) e il valore del massimo flusso netto uscente das ¢ v' =1 =9,

11 taglio s-¢ di capacita minima ¢ [S", /\S"], con S” = {s, 1, 3}, e la corrispondente capacita ¢ u[S", M\S'] =
Usy + w2 + uzr tuz = 9.
Esercizio 5.3

Sia R = (W, A, u) la rete in Figura 5.26. La formulazione del problema del massimo flusso da s a ¢ € la

seguente.
max z=v
S. V.
Zjeﬁ\/:(s,j)eﬂ Xsj — Zhew:(h, s)ea Xhs =V
e, jea Xi — Zhew:(h ea Xni = 0,1 € N\{s, t},
ZjeW:(t,j)e}l Xy — ZheW:(h, HeAXht = —V,
OS)C,‘]S Uijj, (l,]) e A,
ciog:
max z=v
S. V.

Xs1 T X2 =V

X2t xi3+xis—x1=0
X — X2 —X12—x52=0
X3 —x13—x53=0

X45+ x4 — X24=10

Xs2+ X535+ x50 — x15 — X235 =0
T X3 — X4t — X5t = TV
OSXN <16
0<xp<22

OSX]zS 9

OSX13 <7
0<x;5<10

OSXMS 8



0<xx<k
0<x45<12
0<x4<9
0<x52<10
0<xs53<13
0<xs5<13.

Applichiamo ora I’algoritmo di Ford & Fulkerson sulla rete R = (%; 4, u) in Figura 5.26. Sia x® = 0 la
distribuzione di flusso ammissibile iniziale € R la associata rete di flusso rappresentata in Figura S5.24. Il
valore del flusso netto V(¥ uscente da s & ovviamente pari a 0.
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Figura S5.24. Rappresentazione della rete di flusso R,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza, evitando possibilmente di includere ’arco (3, £), genera ’albero di ricerca (arborescenza esterna
radicata in s) riportato in Figura S5.25, dove o rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero,
arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo ¢.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R© ¢ P,® = (s, 2, 4, £) ¢ la sua capacita ¢ 2= & = 8.
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Figura S5.25. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,

Si aumenta, quindi, il flusso di &% = 10 unita lungo gli archi della catena aumentante Py, Sia x'V) la nuova



distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia RV la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.26. 11 valore del flusso netto uscente da s & v\ = v + 9 =8,
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Figura S5.26. Rappresentazione della rete di flusso R,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R) tramite ricerca in ampiezza,
evitando possibilmente di includere I’arco (3, 7), genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in
s) riportato in Figura S5.27, dove o rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando
la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo .
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Figura S5.27. Albero diricerca delle catene aumentanti su RY,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in RV ¢ P,V = (s, 1, 5, £) e la sua capacita ¢ SV = & = 10.

Si aumenta, quindi, il flusso di & = 10 unita lungo gli archi della catena aumentante Py(". Sia x'? la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.28. 1l valore del flusso netto uscente da s & v@ = vV + gV =18,



Figura S5.28. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R® tramite ricerca in ampiezza,
evitando possibilmente di includere I’arco (3, 7), genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in
s) riportato in Figura S5.29, dove o rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando
la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo .
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Figura S5.29. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena

aumentante in R? & PP = (s, 1, 3, 1) € la sua capacita ¢ 2 = & =min{6, k}.
Proseguiamo lo studio analizzando separatamente i due casi a) k< 6, b) k> 6.

Caso a) k< 6.

Si aumenta, quindi, il flusso di % =min{6, k} = k < 6 unita lungo gli archi della catena aumentante Py®. Sia
x®¥ la nuova distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R®® la corrispondente rete di flusso
riportata in Figura S5.30. Il valore del flusso netto uscente da s ¢ v®® = v + 52 =18 + k.
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Figura S5.30. Rappresentazione della rete di flusso R®Y, (k< 6).

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R®® tramite ricerca in ampiezza
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.31, dove ¢, rappresenta la
capacita della catena da s al nodo i sull’albero.
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Figura S5.31. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®, (k< 6).

La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x*¥ ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.30) e il valore del massimo flusso netto uscente da s & v' = v©®? = 18 + k, assumendo k < 6.

Il taglio s-¢ di capacitd minima ¢ [S°, & \S*], con §* = {s, 1, 2, 3}, e la corrispondente capacita ¢&
ulS", N\S"] = uis + ups + uz, = 18 + k.

Caso b) k> 6.

Si aumenta, quindi, il flusso di 8% = min{6, k} = 6 unita lungo gli archi della catena aumentante Py?. Sia
x® ]a nuova distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R®® la corrispondente rete di flusso
riportata in Figura S5.32. Il valore del flusso netto uscente da s & v =v® + 52 =24,



Figura S5.32. Rappresentazione della rete di flusso R®Y, (k> 6).

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite ricerca in ampiezza
genera |’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.33, dove ¢ rappresenta la

capacita della catena da s al nodo i sull’albero.

La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.
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Figura S5.33. Albero diricerca delle catene aumentanti su R, (k> 6).

Di conseguenza, il flusso ammissibile x*® ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura

S5.32) e il valore del massimo flusso netto uscente da s € v' = v3® = 24, assumendo & > 6.

11 taglio s-¢ di capacitd minima ¢ [S", /\S"], con " = {s, 2}, e la corrispondente capacita & u[S", N\S] = uy +
U4 = 24,

Esercizio 5.4

I1 modello di ottimizzazione del problema applicativo ¢ quello del problema del massimo flusso sulla rete R
= (%, A, u) rappresentata in Figura S5.34, dove ¢ I’insieme delle 5 localita di interesse, 4 ¢ I’insieme dei
collegamenti aerei tra coppie di localita e u il vettore delle capacita corrispondente al massimo numero di
voli giornalieri dei collegamenti aerei, desunti dalla Tabella 5.1. In particolare, il massimo flusso va calcolato
dalla localita Londra alla localita Napoli.



Figura S5.34. Rappresentazione della rete R.

La formulazione del problema del massimo flusso dal nodo “LO” (Londra) al nodo “NA” (Napoli) ¢ quella
appresso riportata, dove la variabile x; rappresenta i voli giornalieri da attivare per il collegamento dalla
localita 7 alla localita j e la variabile v, da massimizzare, i voli attivabili da Londra a Napoli.

maxz=v
S. V.
XLo,zu =V
Xzumi + Xzuso — XLozu =0
XMINA — XzZUMI — 0
XBO,NA — XZU,BO — 0
— XBONA — XMILNA — —V
0< XLO,ZU <3
0< XZU,MI <2
0< X7U,BO <3
0< XMLNA <1
0< XBO,NA <2.

Applichiamo ora I’algoritmo di Ford & Fulkerson sulla rete R = (%; 4, u) in Figura 5.32. Sia x® = 0 la

distribuzione di flusso ammissibile iniziale € R la associata rete di flusso rappresentata in Figura S5.35. Il
valore del flusso netto V(¥ uscente da s & ovviamente pari a 0.



iﬂ X, uzjhﬂ

Figura S5.35. Rappresentazione della rete di flusso R,

La procedura di ricerca della catena aumentante dal nodo “LO” al nodo “NA” nella rete di flusso R tramite,
ad esempio, ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata nel nodo sorgente
“LO”) riportato in Figura S5.36, dove & rappresenta la capacita della catena dal nodo “LO” al nodo i
sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo “NA”.

(pred(i), &) (LO, +o0)

Figura S5.36. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo “NA”. La catena
aumentante in R© ¢ PO ona = (“LO”, “ZU”, “BO”, “NA”) e la sua capacitd ¢ J% = owa = 2.



Si aumenta, quindi, il flusso di &% = 2 unita lungo gli archi della catena aumentante P¥ona. Sia xV la
nuova distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R ¢ sia RV la corrispondente rete di flusso riportata in
Figura S5.37. 1l valore del flusso netto uscente da s & vV =@ + gD =2,

.H(xz:/(”, uzjhﬂ

Figura S5.37. Rappresentazione della rete di flusso RD.
La procedura di ricerca della catena aumentante dal nodo “LO” al nodo “NA” nella rete di flusso RV tramite,
ad esempio, ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata nel nodo sorgente
“LO”) riportato in Figura S5.38, dove & rappresenta la capacita della catena dal nodo “LO” al nodo i

sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo “NA”.

(Fpred(i), &) (LO, +0)

®

(LO, 1)

(ZU, 1)

(BO, 1)

Figura S5.38. Albero diricerca delle catene aumentanti su RV,



La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo “NA”. La catena
aumentante in RY & PO gna = (“LO”, “ZU”, “MI”, “NA”) e la sua capacita ¢ V= Sua = 1.

(2, i)

Figura S5.39. Rappresentazione della rete di flusso R®.

Si aumenta, quindi, il flusso di &V = 1 unita lungo gli archi della catena aumentante PV ona. Sia x? la
nuova distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R ¢ sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in
Figura S5.39. 1l valore del flusso netto uscente da s & v@ = vV + gD =3,

La procedura di ricerca della catena aumentante dal nodo “LO” al nodo “NA” nella rete di flusso R® tramite,
ad esempio, ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata nel nodo sorgente
“LO”) riportato in Figura S5.40, dove & rappresenta la capacita della catena dal nodo “LO” al nodo i
sull’albero.

(J_rpreéilj), ) (LO, +o0)

Figura S5.40. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,
La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo pozzo “NA”.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo X" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.39) e il valore del massimo flusso netto uscente dal nodo sorgente “LO” & v* = v? = 3.

Il taglio separatore di capacitd minima ¢ [S", & \S], con S* = {“LO”}, e la corrispondente capacita ¢
u[S*, W\S*] = ULo,zu = 3.

Il valore v* = 3 del massimo flusso rappresenta quindi il numero di voli giornalieri attivabili da Londra a



Napoli. Assumendo i collegamenti bidirezionali, ovviamente si puo considerare la rete orientando gli archi
nella direzione opposta al fine di valutare il numero dei voli giornalieri attivabili da Napoli a Londra, che

ovviamente saranno sempre pari a 3. Si lascia al lettore eseguire il dettaglio di tale studio.

Esercizio 5.5

Sia R = (N, A, u) la rete in Figura 5.27. La formulazione del problema del massimo flusso da s a ¢ ¢ la

seguente.
max z=v
S. V.
Zjeﬁ\/:(s, jeAXsj — Zhew:(h, s)ea Xhs =V
e, jea Xi — Zhew:(h ea Xni = 0,1 € N\{s, t},
Zjeﬁ\/:(t,j)eﬂ Xij — Zhe?\/:(h, Nea Xt = —V,
OS)C,‘]S Uijj, (l,]) S _/Zl,
ciog:
maxz=v
S. V.

Xs1 T X2 =V

X12 = X1 —x31=0
Xu —Xx2—x12=0
X3s T x31 tx3—x3=0
X43+ X4r —x24=0
T X3t — X4 = TV
OSXN <7
0<x2<9
0<x12<9
0<x1<13
0<x3,<7
0<x31<6
OSX3;S6
0<x453<10
0<x4<5.

Sia x© la data distribuzione di flusso ammissibile iniziale e sia R” la rete di flusso associata e rappresentata

in Figura 5.27. 1l valore del flusso netto v uscente da s ¢ pari a 2.

Costruiamo la rete residua R(x?) = (9; 49, r) riportata in Figura S5.41.

Come richiesto dal testo dell’esercizio, applichiamo ora ’algoritmo di Ford & Fulkerson, verificando che ad
ogni iterazione k la catena aumentante Py,® individuata nella rete di flusso R® dal nodo s al nodo ¢

corrisponde ad un cammino (orientato) aumentante sulla rete residua R(x®).



3
Figura S5.41. Rappresentazione della rete residua R(x©).

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.42, dove o
rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il
nodo pozzo ¢.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R® ¢ P9 = (s, 3, 1) e la sua capacita ¢ J¥ = & = 2; si noti che I’arco (3, s) della rete &
percorso in senso opposto. Questa catena corrisponde al cammino (orientato nel verso concorde degli archi)

aumentante (s, 3, £) di capacita 2 sulla rete residua R(x?) riportata in Figura S5.41.

(+pred(i), &) (5. 4) (s.2)

(s, +o0) (3,2)

o Q)

(s, 8) (2,3)

Figura S5.42. Albero diricerca delle catene aumentanti su R©.

Si aumenta, quindi, il flusso di J” = 2 unita lungo gli archi della catena aumentante Py, Sia x la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.43. Il valore del flusso netto uscente da s ¢ vV = v + 59 =4,



e, uy)
(6, 6)

©,7)

(10, 13)
Figura S5.43. Rappresentazione della rete di flusso RD.

La rete residua R(xV) = (%; 4", r) & riportata in Figura S5.44.

0=0

Figura S5.44. Rappresentazione della rete residua R(x).

Proseguiamo con 1’algoritmo di Ford & Fulkerson. La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢
nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza
esterna radicata in s) riportato in Figura S5.45, dove ¢ rappresenta la capacita della catena da s al nodo i
sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo .

(xpred(i), o) (s, 4) 14
3

o, 8) 2.3)

Figura S5.45. Albero diricerca delle catene aumentanti su RY,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in RD ¢ P,V = (s, 1, 3, £) e la sua capacitd ¢ JV = & = 4; si noti che ’arco (3, 1) della rete &
percorso in senso opposto. Questa catena corrisponde al cammino (orientato nel verso concorde degli archi)
aumentante (s, 1, 3, 7) di capacita 4 sulla rete residua R(x") riportata in Figura S5.44.



Si aumenta, quindi, il flusso di &V = 4 unita lungo gli archi della catena aumentante PV, Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.46. 11 valore del flusso netto uscente da s & v@ = vV + D =8,

(i, )

(10, 13)

Figura S5.46. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La rete residua R(x?) = (%; 4%, r) ¢ riportata in Figura S5.47.

OO 2

Figura S5.47. Rappresentazione della rete residua R(x®).

Proseguiamo con I’algoritmo di Ford & Fulkerson. La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢
nella rete di flusso R® tramite, ad esempio, ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza
esterna radicata in s) riportato in Figura S5.48, dove & rappresenta la capacita della catena da s al nodo i
sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il nodo pozzo ¢.

(ipred(i)’ 5’) (2, 8) (717 2)
@ 0 G)
(5, +90) (4.3)

o Q
(s, 8) (2,3)
Figura S5.48. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,



La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R® ¢ P,? = (s, 2, 4, 1) e la sua capacita ¢ 8% = & = 3. Questa catena corrisponde al cammino
(orientato nel verso concorde degli archi) aumentante (s, 2, 4, ¢) di capacita 3 sulla rete residua R(x?)
riportata in Figura S5.47.

Si aumenta, quindi, il flusso di &V = 4 unita lungo gli archi della catena aumentante P,?. Sia x® la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.49. Il valore del flusso netto uscente da s € v =@ + 82 = 11.

e, uy)

(13, 13)

Figura S5.49. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La rete residua R(x®) = (»; 4%, r) ¢ riportata in Figura S5.50.

0LY0 \ 2

N 13

Figura S5.50. Rappresentazione della rete residua R(x®).

Proseguiamo con I’algoritmo di Ford & Fulkerson. La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢
nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza
esterna radicata in s) riportato in Figura S5.51, dove & rappresenta la capacita della catena da s al nodo i
sull’albero.



(tpred(i), &) 2,5) -1,2)

(s, +o0)

(s, 5) (3,2)
Figura S5.51. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®.

La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢. Si noti che anche la ricerca
del cammino (orientato) aumentante sulla rete residua R(x®) riportata in Figura S5.50 ha termine senza

eitchettare il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.49) e il valore del massimo flusso netto uscente das ¢ v =V = 11.

11 taglio s-¢ di capacita minima ¢ [S*, M\S"], con S” = {s, 1, 2, 3, 4}, € la corrispondente capacita & u[S", N\S"]

=uy+uy=11.

Esercizio 5.6

Sia R = (M, 4, u) la rete in Figura 5.28. Al fine di determinare il flusso massimo totale dalle due sorgenti s; e
52 al pozzo t, consideriamo la rete R' = (', A4', u), ottenuta aggiungendo a R il nodo s e gli archi (s, s1) e (s,

s2) di capacita illimitata, e calcoliamo il massimo flusso su R’ dal nodo (sorgente) s al nodo .

(', uy)

(0,3)

0,2)
Figura S5.52. Rappresentazione della rete di flusso R,

Applichiamo 1’algoritmo di Ford & Fulkerson sulla rete R'". Sia x© = 0 la distribuzione di flusso ammissibile
iniziale e R'” la associata rete di flusso rappresentata in Figura S5.52. Il valore del flusso netto v© uscente
da s € ovviamente pari a 0.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R"” tramite, ad esempio, ricerca



in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.53, dove &
rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il
nodo pozzo t.

(tpred(i), &)
(s1, 13) (1,3)

(3,3)

(Sl, 9) (193)

Figura S5.53. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R0 ¢ P, ¥ = (s, 51, 1, 3, ¢) e la sua capacita ¢ J% = 5= 3.

Si aumenta, quindi, il flusso di &% = 3 unita lungo gli archi della catena aumentante P,(?. Sia xV) la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R’ e sia RV la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.54. 1l valore del flusso netto uscente da s &€ vV =0 + §9 = 3.

', i)

(3.3)

0,2)
Figura S5.54. Rappresentazione della rete di flusso RV,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso RV tramite, ad esempio, ricerca
in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.55, dove &
rappresenta la capacita della catena da s al nodo 7 sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il

nodo pozzo t.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena

aumentante in RV & PV = (s, 51, 1, 4, 1) € la sua capacita ¢ SV = 5= 3.



(tpred(i), &)

(s1, 10)

(Sl, 9) (L 3)

Figura S5.55. Albero diricerca delle catene aumentanti su RV,

Si aumenta, quindi, il flusso di " = 3 unita lungo gli archi della catena aumentante Py(". Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R’ e sia R"® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.56. 11 valore del flusso netto uscente da s & v@ = vV + gD =6,

(2, uy)

3,3)

(0, 1)

0,2)
Figura S5.56. Rappresentazione della rete di flusso R,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R"® tramite, ad esempio, ricerca
in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.57, dove &
rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il

nodo pozzo t.
(Epred(i), &)
(Sls 7)

(4,2)

» 4
(s1,9) 2,2)

Figura S5.57. Albero diricerca delle catene aumentanti su R*®.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena



aumentante in R'® & P,? = (s, 51, 2, 4, ¢) e la sua capacita ¢ §% = &= 2.

Si aumenta, quindi, il flusso di % = 3 unita lungo gli archi della catena aumentante Py?. Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R’ e sia R"® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.58. 11 valore del flusso netto uscente da s & v =v? + 32 = 8.

(), uy)
(3,3)

3.3)

(2,2)
Figura S5.58. Rappresentazione della rete di flusso R,

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R'® tramite, ad esempio, ricerca
in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.59, dove &
rappresenta la capacita della catena da s al nodo 7 sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il
nodo pozzo ¢.

(tpred(i), &)
(S 1, 7)

(Sla 7)
Figura S5.59. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,

La ricerca della catena aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.58) e il valore del massimo flusso netto uscente da s & v =1 = 8.

Il taglio s-¢ di capacita minima ¢ [S", V' \S"], con S* = {s, s1, 52, 1, 2}, e la corrispondente capacita &
u[S*, W\S*] =u;3+ Us + uxs = 8.



Esercizio 5.7

Sia R = (N, A, u) la rete in Figura 5.29. La formulazione del problema del massimo flusso da s a ¢ ¢ la

seguente.
maxz=yv
S. V.
ZjeW:(s,j)eﬂ Xsj — ZheW:(h, s)edXhs =V
Zjeﬁ\/:(i,j)eﬂ Xij — ZheW:(h, peaxn=0,i € N\{s, t},
Zjeﬁ\/:(t,j)eﬂ Xij — ZheW:(h, Nea X = —V,
0<xj<uy (i,)) € A,
cio¢:
maxz=yv
S. V.

X1l T X2+ X3 —Xas =V
X4 —x1=0

X25 — X2 —x32=0

X2+ x35—x3—x3=0
X4s —X14 — X54 — X = 0
Xs4 + x5, —X25 —x35 =0
X3t Xu—X5i=—V
0<x3<9

Oﬁxszﬁ 7

0<x3<6

0<x14<8

OS)Csz 12
0<x»n<5

OSX35S 10
0<x4<10
0<xs4<5

03)@[39

OSX;3S 8

0<xu<T.

Sia x© la data distribuzione di flusso ammissibile iniziale e sia R® la rete di flusso associata e rappresentata
in Figura 5.29 (n.b.: x4, = 8). Il valore del flusso netto v\ uscente da s & pari a —2.

Applichiamo I’algoritmo dei cammini aumentanti sulla rete R = (; 4, u), operando sulla rete residua R(x?)
= (9; A9, r) riportata in Figura S5.60.



Figura S5.60. Rappresentazione della rete residua R(x©).
La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x?) tramite, ad esempio,
ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.61,

dove o rappresenta la capacita del cammino da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si
raggiunge il nodo pozzo t.

(%) %) (8)

)

»(9
) ©)
Figura S5.61. Albero diricerca dei cammini aumentanti su R(x©).

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(x?) ¢ P,¥ = (s, 3, 1) e la sua capacita ¢ ¥ = & =4.

Si aumenta, quindi, il flusso di ¥ = 4 unita lungo gli archi del cammino aumentante P,?. Sia xV la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & v() = v + 9 =2,
Otteniamo la rete residua R(xV) = (%; 4", r) riportata in Figura S5.62.

Vij
OO ) 2

Figura S5.62. Rappresentazione della rete residua R(x).



La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x'V) tramite, ad esempio,
ricerca in ampiezza genera I’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.63,
dove o rappresenta la capacita del cammino da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si
raggiunge il nodo pozzo t.

@ (7) (8)

(5) )

Figura S5.63. Albero diricerca dei cammini aumentanti su R(x).

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(xV) ¢ P,V = (s, 4, 1) e la sua capacita ¢ SV = 5= 1.

Si aumenta, quindi, il flusso di & = 1 unita lungo gli archi del cammino aumentante Py(". Sia x'¥ la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & v® = v(D + &V = 3,
Otteniamo la rete residua R(x?) = (%, 42, r) riportata in Figura S5.64.

O~ :

Figura S5.64. Rappresentazione della rete residua R(x®).

La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x?) tramite, ad esempio,
ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.65,
dove o rappresenta la capacita del cammino da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si
raggiunge il nodo pozzo .
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Figura S5.65. Albero diricerca dei cammini aumentanti su R(x®).

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(x®) ¢ P,® = (s, 2, 5, f) ¢ la sua capacita ¢ 2= & = 5.

Si aumenta, quindi, il flusso di » = 5 unita lungo gli archi del cammino aumentante P,?. Sia x® la nuova

distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & v® =@ + 2 = 8.
Otteniamo la rete residua R(x®) = (%; 4%, r) riportata in Figura S5.66.

OO -

Figura S5.66. Rappresentazione della rete residua R(x®).

La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x®) tramite, ad esempio,
ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.67,
dove & rappresenta la capacita del cammino da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si
raggiunge il nodo pozzo .

La ricerca del cammino aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. Il cammino
aumentante in R(x®) ¢ Py = (s, 4, 5, ) e la sua capacita ¢ 5= 5= 1.



O
2 (7 (7

(o) ©) (M)

4

@) €

) ®)

Figura S5.67. Albero diricerca dei cammini aumentanti su R(x®).

Si aumenta, quindi, il flusso di & = 1 unita lungo gli archi del cammino aumentante Py. Sia x la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R. Il valore del flusso netto uscente da s & v = v® + 8 =9,
Otteniamo la rete residua R(x®) = (a; 49, r) riportata in Figura S5.68.

(D) ) 2 0

Figura S5.68. Rappresentazione della rete residua R(x®).

La procedura di ricerca del cammino aumentante da s a ¢ nella rete residua R(x®) tramite, ad esempio,
ricerca in ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.69,

dove o rappresenta la capacita del cammino da s al nodo i sull’albero.

(3) o ©

@ 4

(+o0) )

A 4

“4) “

Figura S5.69. Albero diricerca dei cammini aumentanti su R(x®).

La ricerca del cammino aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.



Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo x" (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.70) e il valore del massimo flusso netto uscente da s ¢ v = V@ = 9. Tale distribuzione di flusso su R &
stata ottenuta a partire dalla rete residua finale R(x®) di Figura S5.69, ponendo x;¥ = max{u; — ry, 0} e x;¥
= max{r; — uy, 0}, per ogni arco (i, /) € A della rete residua R(x¥).

Il taglio s-¢ di capacitd minima ¢ [S", & \S*], con " = {s, 1, 2, 3, 4, 5}, e la corrispondente capacita &
u[S*, M\S*] = us, = 9.

(10, 12)
Figura S5.70. Rappresentazione della rete di flusso con il flusso ottimo x".
Esercizio 5.8

Sia R = (%, A4, £, u) la rete in Figura 5.30 (n.b.: I’arco (¢, 4) sostituisce 1’arco (4, t) con le stesse capacita). La

formulazione del problema del massimo flusso da s a ¢ ¢ la seguente.

maxz=yv

S. V.
ZjeW:(s,j)eﬂ Xsj — ZheW:(h, s)eAa Xhs =V
e, j)ea Xij — 2uhew:(h, nea Xn = 0,1 € N\{s, t},
Zjeﬁ\/:(t,j)eﬂ Xy — Zhe?\/:(h, Hea Xht = —V,
gij < Xij < ujj, (l’]) €A,

ciog:
maxz=yv
S. V.

X2 T X3 —X1s=V
Xis+x2—x41=0
X5 — X2 —x12=0
X3 — X3 —x3=0
Xs1+x3—x4=0
Xsi—x25=0

X4 — X3t — X5t = —V
3<xp<7
5<x3<10



4<x,<8
2<x<7
4<x5<9
3<xx<10
7<x41 <10
2<x453<5
5<x5<7
4<x4<09.

Al fine della determinazione della distribuzione di massimo flusso nella rete R, determiniamo inizialmente
una distribuzione di flusso ammissibile iniziale x® nella rete. A tale scopo determiniamo un flusso
ammissibile x’ nella rete R'= (N, A4, b, £'= 0, u’ = u — ), mostrata in Figura S5.71, dove 4'= 4 U {(¢, 5)},
s =00 € b= Lhewth e bni — Ljenipea i | € N.

b b |
Ui
) N
4
5
- 5
N
4 4
2 — "2
> 1
1 =

Figura S5.71. Rappresentazione della rete R’ associata alla rete R.

La determinazione di una distribuzione di flusso ammissibile X’ in R’ consiste a sua volta nella risoluzione
del problema del massimo flusso da s'a ¢’ sulla rete R" = (N, 4", £" = 0, u"”), riportata in Figura S5.72, dove
N =N, s), A=A VA, ) 15> 0,7 € M LG )| b <0,/ € N, conu's; = b, (s, )) € A", e
u'y=-b;, (i t)e A"

Figura S5.72. Rappresentazione della rete R”.



Fissata la distribuzione di flusso iniziale x"© = 0 ¢ indicata con R"© la rete di flusso associata, applicando
’algoritmo di Ford & Fulkerson, con ricerca in ampiezza delle catene aumentanti da s’ a ¢’ sulle reti di flusso
R"® di R", si determinano in successione le seguenti catene aumentanti P"®), (si lascia al lettore la loro
generazione) aumentando ogni volta il flusso lungo la catena individuata per un ammontare pari alla sua
capacita '® perk=0,1,2,3, 4:

PO =(s" 1,s,t") di capacita 'O = 1;

P'Di=(s",2, 5,1 di capacita 'V =1;

PP = (s, t, 4, ") di capacita §'¥ = 4;

P"®=(s",3,t, s, t") di capacita 5'® = 3;

P, = (s', 3, 1, 4, ') di capacita §'@ = 1.

La distribuzione di flusso finale ottenuta x”* di valore v'* = 10 nella rete R", rappresentata nella Figura
S5.73, ¢ ottima; si puo verificarne 1’ottimalita notando che u"[{s'}, N"\{s}] = u"s1 + u"sn + 155 + 1" = 10.

(xﬁ*ij, u"ij)

Figura S5.71. Rappresentazione della rete di flusso con il flusso ottimo x"* nella rete R”.

11 flusso ottimo x"* satura gli archi uscenti da s’ e quelli entranti in ¢', pertanto individua la distribuzione di
flusso ammissibile x' nella rete R’, mostrata nella rete di flusso R’ di Figura S5.74.

bi
©,3)

0,2)

15 "2
) -

Figura S5.74. Rappresentazione della rete di flusso R'.



La distribuzione di flusso x® = x' + €, e la associata rete di flusso R® di Figura S5.75, con valore del flusso
netto v uscente da s & pari a 3, & quindi la cercata distribuzione di flusso iniziale in R a partire dalla quale

determinare il massimo flusso su R.

(G, s x5)

(7,10, 7)

»( 5
4,9;5)
Figura S5.75. Rappresentazione della rete di flusso RO,

A partire dalla distribuzione di flusso iniziale x e applicando I’algoritmo di Ford & Fulkerson, con ricerca
in ampiezza delle catene aumentanti da s a ¢ sulle reti di flusso R® di R, si determinano in successione le
seguenti catene aumentanti PY, (si lascia al lettore la loro generazione) aumentando ogni volta il flusso
lungo la catena individuata per un ammontare pari alla sua capacita °, per k=0, 1:

PO, = (s, 3, f) di capacita J° = 3;

PY,=(s,2,5, 1) di capacita & = 2.

La distribuzione di flusso finale ottenuta x* di valore v" = 8 nella rete R, e I’associata rete di flusso
rappresentata nella Figura S5.76, ¢ ottima; infatti, il taglio s-¢ [S", A\S"], dove S" = {s, 1, 2, 3, 5} & I’insieme
dei nodi raggiungibili con catene aumentanti sulla rete di flusso ottima, ha capacita u[S", M\S] = us, + us, —

€41 — €a3 = 8, che quindi rappresenta il taglio separatore di capacita minima.

(Ly, ui; x"j)

(7,10, 7)

(5,10; 8) (3, 10; 10)

(5,7:7)

o 5
4,9;7)

Figura S5.76. Rappresentazione della rete di flusso con il flusso ottimo x* nella rete R.



Esercizio 5.9

Sia R = (N, A, u) la rete in Figura S5.77 ottenuta da quella originale rappresentata in Figura 5.31, sostituendo
gli archi non orientati <i, /> con la coppia di archi orientati (i, j), (j, i), di capacita pari a quella degli archi
sostituiti. Il problema che si vuole risolvere corrisponde al problema del massimo flusso su R.

Figura S5.77. Rappresentazione della rete R.

Applichiamo I’algoritmo di Ford & Fulkerson sulla rete R. Sia x = 0 la distribuzione di flusso ammissibile

iniziale e R© la associata rete di flusso. Il valore del flusso netto V(¥ uscente da s € ovviamente pari a 0.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.78, dove o
rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge il
nodo pozzo ¢.

(+pred(i), &)
(s, 10)

(s, +o0) (s, 20) (3, 14) (5.4)
s :@ =@

2 > 5
(s, 4) (2,4)

Figura S5.78. Albero diricerca delle catene aumentanti su R,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R© ¢ P,¥ = (s, 2, 5, £) ¢ la sua capacita ¢ §¥ = & =4.

Si aumenta, quindi, il flusso di % = 4 unita lungo gli archi della catena aumentante Py, Sia x la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia RV la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.79. 1l valore del flusso netto uscente da s & vV = v + 9 =4,



(xit, uiy)

Figura S5.79. Rappresentazione della rete di flusso RD.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso RV tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza genera ’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.80, dove &

rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge .

(+pred(i), &)

(s, 10)
1
(s, +0) (s, 20) (3, 14) (6, 14)
S =f3\ :@ »\

) 0

1,5) 2,5)

Figura S5.80. Albero diricerca delle catene aumentanti su RV,

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in RV & P,V = (s, 3, 6, ) € la sua capacita &€ IV = &5 = 14.

Si aumenta, quindi, il flusso di &V = 14 unita lungo gli archi della catena aumentante PV, Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.81. 1l valore del flusso netto uscente da s & v@ = vV + gV =18,

(i, )

Figura S5.81. Rappresentazione della rete di flusso R®.



La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.82, dove o

rappresenta la capacita della catena da s al nodo i sull’albero, arrestando la ricerca non appena si raggiunge .
(pred(i), &)

(s, 10)
1

(s, +o0) (s, 6) (5,4)

) »(5
(1.5) (2.5)

Figura S5.82. Albero diricerca delle catene aumentanti su R@.

La ricerca della catena aumentante ha termine giacché ¢ stato raggiunto (etichettato) il nodo ¢. La catena
aumentante in R® & PP = (s, 1, 2, 5, 1) € la sua capacita ¢ % = & = 4.

Si aumenta, quindi, il flusso di % = 4 unita lungo gli archi della catena aumentante P,?. Sia x® la nuova
distribuzione ammissibile di flusso sulla rete R e sia R® la corrispondente rete di flusso riportata in Figura
S5.83. 1l valore del flusso netto uscente da s & v = v + 32 =22,

(i, i)

(14, 14)

0,9)

(8,12)
Figura S5.83. Rappresentazione della rete di flusso R®.

La procedura di ricerca della catena aumentante da s a ¢ nella rete di flusso R® tramite, ad esempio, ricerca in
ampiezza genera 1’albero di ricerca (arborescenza esterna radicata in s) riportato in Figura S5.84, dove o

rappresenta la capacita della catena da s al nodo 7 sull’albero.

La ricerca del cammino aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.
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Figura S5.84. Albero diricerca delle catene aumentanti su R®.,
La ricerca del cammino aumentante ha termine senza avere etichettato il nodo ¢.

Di conseguenza, il flusso ammissibile x® ¢ il flusso ottimo x* (rappresentato nella rete di flusso in Figura
S5.83) e il valore del massimo flusso netto uscente da s & v =v® =22,

Il taglio s-¢ di capacitd minima ¢ [S", & \S*], con " = {s, 1, 2, 3, 5, 6}, € la corrispondente capacita &
U[S*, W\S*] = U5¢ + Uer — 22

Dalla rete di flusso ottima di Figura S5.83, si evince che i versi di percorrenza da attribuire agli archi stradali
sono i seguenti: <s, 3>, da s a 3;<l1,2>da l a2; <2, 3>, indifferente; <5, 6>, indifferente; <6, £>, da 6 a ¢.

Esercizio 5.10

A titolo d’esempio di consideri 1’arborescenza esterna capacitata 7 = (MT7), A(T), u), radicata in s,

rappresentata in Figura S5.85.

Ush

b ubc =@
Figura S5.85. Esempio di arborescenza esterna capacitata T radicatain s.
Sia v il valore del massimo flusso dal nodo s al nodo ¢ € MT)\{s}. Per la struttura della rete 7, indicato con

Py(T) 'unico cammino da s a ¢ in 7, risulta vy, = min{u; | (i, /) € P«(T)}. Pertanto, I’affermazione a) ¢ falsa,
la b) ¢ vera e la ¢) ¢ falsa.



